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4顆衛星，精確定位— 

GPS的定位數學 
你知道你的GPS如何「配備」一個昂貴的原子鐘嗎？你知道為什麼「接收機至少要4個衛星
的虛擬距離測量和其他衛星資料，才可精確地算出接收機所在點之經度、緯度和高度」嗎
？只要利用中學的代數，便可輕易回答這兩個問題。 

賴昭正 

美國芝加哥大學化學博士 

 

《科學月刊》在1994年2月號（第290期）刊登了邱繼志先生所寫的〈摩登羅盤全球

定位衛星系統〉，該文對全球定位系統（global position system, GPS）的來龍去脈做

了詳細的報導。以科技發展之日新月異，14年過去了，全球定位系統也應有很大的進展才

對，但就純科學的角度來看，這似乎並未發生在全球定位系統上。因此，如果只是要介紹

此系統，筆者所能添加的材料少之又少。但在讀完該篇及大部分的網路文章後，筆者還是

不明白為何「在三度空間裡，接收機須利用4個或以上的衛星的虛擬距離測量，才可計算

出其位址」。 

 

因此本文決定對此一問題做進一步的探討，希望讀者也能了解中學所學的數學在日

常生活中是到處可見的。在進入主題之前，我們將先簡略地「複習」一下GPS的基本結構

，讓讀者不但不須翻箱倒櫃地去尋找14年前的科月，也能在筆者的介紹中，認識一些新的

小發展。 

 

GPS系統結構簡介 

 
全球定位系統包括三個部分：（一）在

太空中飛行的衛星；（二）地面的控制站；（

三）使用者的接收機。現在我們就分別來談談

這三個部分。 

 

1993年底，有29顆定位用衛星在地球上

空（約2萬公里至2萬5000公里處）的6個軌道

運行（圖一）；14年後（2008年），還是只有

29顆，原因不是科技未進步，而是沒有必要。

為了確保地面上的任何地方，隨時都可以接收

到4個衛星的訊號，事實上只要24個就夠了，

那多餘的5個是備用的。 

 

圖一：為了確保每一處都可隨時接收到衛星訊號，我

們在地球上空放了29顆定位用衛星。14年前如此， 

14 年後亦應是如此，只是「朱顏」改。 
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每顆衛星的重量大約在9001800

公斤之間；如果將太陽能接收器張開，

其長度為5公尺（圖二）；其飛行速率約

為每小時1萬2000公里，每天可繞行地球

兩周。這速率比一般車速（每小時100公

里）快了百倍之多，但與用來傳遞訊息

的電磁波速率（每秒31萬公里）相較，

則微乎其微（我們在後面會談到其中的

物理意義）！ 

 

這些衛星利用L1及L2兩個載波頻

率，不停地向地面發送訊息（其中1個頻

道是美國軍方專用），包括與本文非常

相關的資料，例如：「我是第五顆衛星

，現在是台灣標準時間……，我的位置

在……」。衛星的發射功率約50瓦（一般

的電燈泡功率為60瓦），故其到達地球表面的訊號強度非常微弱。每個衛星的平均壽命大

約為10年，因此我們現在所看到的定位衛星（這些定位衛星都是屬於美國國防部的），應

該都已不是邱繼志先生在1994年所看到的了！而所有的衛星均會攜帶1個原子時鐘（atom-

ic clock），精準度為每天誤差約10-9秒。 

 

地面的控制中心位於美國科羅拉多州（Colorado），近科羅拉多溫泉城（Colorado

 Springs）的西瑞佛空軍基地（Schriever Air Force Base）。除此之外，還有5個無人

住持的控制台分布於世界各地。此一控制中心及5個控制台的工作，是無時無刻不停地追

蹤各定位衛星，確保它們在既定的軌道上正常地運行，以及時間的正確性。 

 

早期的地面接收機只用1個接收器來收取4個定位衛星的訊息，現在的接收機一般均

配備有4個以上的接收器。因此，每個接收機均可以不斷地與某一定位衛星保持聯繫（直

到接收不到其訊息）。儘管功能加強甚多，但其體積及重量，均因大型積體電路製造的技

術進展而減小。例如1994年時，一般接收機的重量大約在500公克左右，現在則約為200公

克；其價格也由美金千元，降至100300美元！ 

 

GPS定位的精確度 

 
2000年5月前，美國軍方為了防止敵人利用其所製造的GPS武器還制其身，因此故意

在衛星發射的訊息中加入「亂碼」，使得接收機的定位精準度只有100公尺。如今「亂碼

」已被取消，因此一般接收機的定位精準度已可達到10公尺左右〔註一〕。如果再利用地

面上增設的參考追蹤站（與前面所提到的控制台不同），一些較高檔的接收機可達到35

公尺的定位精準度。 

 

圖二：若將衛星的太陽能接收器張開，長度可達5 公尺。 
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GPS的基本定位原理，可用國中所學的基礎物理來表示：距離＝物體運動速率×飛

行時間。這裡的「物體」是衛星用來傳遞給接收機訊息的電磁波，其速率為一定值（每秒

31萬公里）。在這裡，我們得感謝愛因斯坦：他在1905年的特殊相對論（special theory 

of relativity）論文裡，首次提出了光速（電磁波的一種）不因運動狀態而異的「假設

」。這個假設不但符合1987年邁克生（A. Michelson）及毛利（E. Morley）的光干涉實

驗結果，後來也被完全證實。不過，這一假設事實上是違反了我們日常的生活經驗的。經

驗及高中物理均告訴我們：物體的運動速率會因觀測者的相對運動狀況而異！還好這不適

用於光速，否則我們在此的討論，若須考慮衛星與接收機之間的相對運動速度，就會複雜

得多。 

 

在光速為一定值c的物理中，上式就會變成： 

 

距離＝c×電磁波傳遞時間 

 

所以要得到誤差為10公尺的距離，我們很容易用上面的公式，算出電磁波傳遞的時間誤差

應小於 4×10-8 秒（現在讀者應該了解，為什麼衛星上必須配備昂貴（35萬美元）的原

子時鐘了吧！）。事實上，不只衛星必須配備原子時鐘，地面的接收機不是也應該配備嗎

？否則我們怎麼能精確量出訊號從衛星到接收器（0.1秒左右）的正確時間（誤差小於 4

×10-8 秒）？若真如此，那 GPS 便只有少數富人買得起，而我們大概也不會在這裡討論

它了。GPS如何輕易地克服此一問題，正是本文所要探討的。不過在這之前，我們得先澄

清另一特殊相對論可能「造成」的問題。 

 

在特殊相對論裡，時間像空間一樣，並不是一個絕對、與物體運動無關的觀念（如

牛頓力學）。在這一理論裡，衛星時鐘的時間將因其相對於地面的運動速率而異（相對於

地面的時鐘），其變化的大小與（v/c）2 成正比（v為衛星的地面速率)。前面已經提過，

衛星的運行速率，大約在每小時1萬2000公里左右；將此值代入前述式子，我們可得相對

論效應的誤差，約在 4×10-11 左右：即相對於地面的原子時鐘，衛星上的原子時鐘每秒慢

了 4×10-11 秒!* 這比我們定位10公尺的精確度要求（4×10-8 秒）秒確然少了1000倍，但

這不是可以忽略的「隨機」（random）誤差,† 而是固定地永遠在「慢」，因此一天下來

衛星上的原子時鐘就比地面的原子時鐘慢了3.5微秒這就不可忽略了！因此GPS必須

考慮特殊相對論的！ 

 

在廣義相對論裡，因衛星上的原子時鐘所感受到的重力遠小於在地面上的原子時鐘

，因此我們也須考慮重力之影響的。事實上，在2萬公里高空中之原子時鐘每天將比地面

上的原子時鐘「快」約45微秒因此GPS更不能不考慮廣義相對論！！ 

 

為何至少要4顆衛星來定位 

                                                      
*
 為使用上面近似比算出之結果；正確值為5.8×10

-11 
秒。 

†
2017年6月補註：筆者「一時糊塗」沒想到這是不可以忽略的非「隨機」誤差，而在原文裡錯誤地結論謂

「因此可以完全忽略相對論效應，用絕對的時間與絕對的空間觀念來處理 GPS 的問題」。 
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為什麼必須要有4顆衛星才能準確定位？這裡最簡單的答案是：因為我們不想在接

收機上配備昂貴的原子時鐘！我們現在就來討論「如何克服此一難題」。為了討論及畫圖

的方便，筆者將使用二度的平面空間來說明。只要用點想像力，讀者應可簡單地將結果推

廣到現實的三度立體空間。某些讀者或許會問：用一度空間不是更簡易嗎？不幸的是， 

GPS所用的數學根本不能用到一度空間上。換言之，生活在一度空間的「奇怪人類」不能

使用我們的GPS！他們的GPS必須真正配備原子時鐘！有興趣的讀者不妨利用這裡的推導，

來證明此一結論。 

 

先假設接收機配備有原子時鐘，這時鐘與

衛星的時鐘完全一樣，也經過校正。當它的讀數

為t時，它同時接收到兩個定位衛星S1及S2的訊息

（在二維空間的世界裡），得知它們發訊的時空

分別為（x1, y1, t1）及（x2, y2, t2），如圖三

所示。因電磁波是以 c 的速率在 t1 時從 S1 傳

播出來，因此接收機可以計算它在 t 時與 S1 的

距離為  

r1 ＝ c（t － t1） 

同樣地，它在t 時與 S2 的距離理應為 

r2 ＝ c（t － t2） 

在二度平面空間裡，有了這兩個距離，我們便可用畫圓的方法，得到兩個交點A及B。這應

是接收機的可能位置了！當然，就純幾何學來講，以S1及S2為中心的兩個圓並不一定會相

交〔註二〕。但因我們的資料是由實體的接收機所得，所以一定會有兩個交點（其中之一

為接收機的位置）。如果沒有其他資料，我們將無法確定接收機到底是在A還是B，但因為

接收機一定較S1及S2 靠近地球中心，所以我們應不需任何其他資料，就可定位接收機所在

的位置為A！所以在二度空間裡，如果接收機攜帶有原子鐘，則我們只要有兩個定位衛星

的資料，即可定位接收機。 

 

在三度空間裡，以S1為中心所畫出的圓球表面，應與S2為中心所畫出的圓球表面相

交成一圓圈，此圓圈代表了接收機的所有可能位置。為了定位（一點），顯然兩顆衛星是

不夠的！如果再加上一顆衛星〔r3＝c（t－t3）〕，則第三個圓球表面應與上述的圓圈相

交於兩點。同樣地，加上地球中心的資料，我們便可毫無疑問地確定接收機的位置。所以

如果接收機攜帶有原子鐘，則在三度空間裡，我

們只要三個衛星就可定位。 

 

如果接收機所攜帶的不是原子鐘，而是一

般時鐘怎麼辦？如果此一普通時鐘誤差為Δt，

則測到的誤差在二度空間裡將為Δr（＝cΔt）

，如圖四所示。兩個半徑分別為 r1＋Δr 及 r2

＋Δr 的圓圈，所交之位置不再是A，而是錯誤

的A'。因為訊息從衛星傳到接收器的時間，大約

在0.1秒左右（如果衛星正在接收機的上方，只
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需0.06秒）；所以如果Δt 太大，則兩圓甚

至可能不會相交！解決此問題的方法，就是

再利用一個定位衛星S3的資料（x3,y3,t3）。

如果t時準確的話，以 S1、S2 及 S3 為中心

所畫的三個圓圈，應相交於接收機所在的A

點。但是因為 t 時不準而造成Δr的半徑誤

差，使得它們相交於a、b、c三點（圖五）

。 

 

怎麼使三點重合呢？最簡單與直覺的

方法，就是慢慢地改變Δt（即Δr），直到

三點重合為止。這在應用數學上稱為試誤法（trial and error），本來是很繁瑣的工作

，但藉助微電腦的快速運算，則變成輕而易舉的事情。當三點重合於A的位置時，我們不

但成功地定了位，而且得知普通時鐘的誤差Δt，即得到正確的時刻！所以，多用一個衛

星來定位的另一收穫是：接收機已成了原子時鐘。事實上，它連普通時鐘都不需要攜帶；

但為了不用時也能提供時刻，一般市面上的接收機還是裝有石英時鐘，並不停地校正。 

 

在三度空間裡，如果接收機使用了原子鐘，則四個圓球表面是應相交於一點的〔註

三〕！但如果時間有誤差（或未配備原子鐘），這四個球表面將相交於四點（每三個表面

相交於一點）。調整時間的誤差值使四點重合，則我們不但成功地定了位，且能得到如同

原子鐘般精確的時刻。 

 

GPS的數學 
 

最後，讓我們在這裡以嚴格的數學眼光來探討GPS的原理。這裡所用的數學屬於國

中的代數，對數學有興趣的一般讀者應可了解。在幾何代數上，所謂的圖形相交點，即是

解聯立方程式所得的根，GPS 上的方程式可用測得的資料來表達。在二度空間裡，由測得

的第一個衛星（S1）的資料，我們可得： 

（x － x1）
2 ＋（y － y1）

2 ＝ c2（t － t1）
2  

（圓形方程式）其物理意義為：接收機的位置（x, y），是在以 S1 中心（x1,y1），半徑

為 c（t － t1）的圓周上。同樣地，我們由第二個衛星（S2）可得方程式： 

（x － x2）
2 ＋（y － y2）

2 = c2（t － t2）
2 

如果 t、t1 及 t2 均是原子鐘的正確時刻，則上面兩個方程式僅含兩個未知數 x 及 y。基

本的代數學告訴我們：兩個聯立方程式正好可解得兩個未知數。事實上，上面的 t 即使

是錯誤的，我們還是可以解得 x 及 y 值（即圖四A'點的位置）。但如果我們再加入第三

個衛星（S3）的資料： 

（x － x3）
2 ＋（y － y3）

2 ＝ c2（t － t3）
2 

則在 t 為已知、但錯誤（普通時鐘）的情況下，要想利用三個聯立方程式來解兩個未知

數（x及y），一般來說是無解的（即圖五的a、b、c三點）！要使三個聯立方程式有解，

通常需要三個未知數。因此我們可將t視為未知數來解〔註四〕，如此不但定了位（x及y

），而且也得到正確的時刻（t）。有興趣的讀者可以試試將上述方程式擴展到三度空間



SCIENCE MONTHLY 2008.12      Vol.39 No.12 
 

 

上，筆者就不在此贅述了。而如果將上述方法用於一度空間，則不管用多少衛星，所得的

聯立方程式均是相依、不獨立的〔註五〕，因此一度空間不能使用三度空間的 GPS 策略

來定位。 

 

結語 
 

大部分學生在學習數學時，總覺得它抽象、無實用價值。事實上，數學在我們日常

生活中處處可見！筆者在《科學月刊》所發表過的大小文章，也許不算多，但大概也不能

算少；在那「眾多」的文章裡，就首推第八卷（1977年）第四期之〈分期付款與標會的利

息〉，最受讀者「歡迎」了（因此筆者又在1984年第八卷第四期做了補充），該文裡所用

的數學就是我們高中就學了的幾何級數（geometric series）。同樣地，本文所用的數學

，也是大家耳熟能詳的聯立方程式的應用而已。當然，會造成學生對數學如此懼怕及興致

盎然的一個原因，應是數學教室裡鮮少有實用的例子所致吧！ 
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*********** 

 

註一：這10公尺左右的誤差，有一半以上是源自於電磁波通過大氣中的離子層所致，因為

波速的改變造成57公尺的誤差。其他因素來自衛星上的時鐘誤差、軌道誤差、接

收器雜訊及電磁波反射等。 

註二：在二度空間上的兩個圓圈，在理論上是可以完全不相交，或相交於一點、兩點或無

窮點（兩個圓重合）。因為我們的圓圈是透過接收機與衛星資料而畫，故不相交或

有無限交點（除非兩個衛星重疊）的情形是不可能發生的。 

註三：三度空間中，兩個圓球表面可能不相交，或是相交於一點、一圓圈、甚或整個圓球

。再加上一個圓球表面呢？我們可以從前面兩球的結果來開始考慮。例如：在前兩

球完全不相交的情況下，再加一球，我們可得完全不相交、交一點、交兩點、交一

點及一圈、交兩圈……，太複雜了，再想下去也沒什麼太大的意義，因為我們的圓

球是透過接收機與衛星資料而畫的，因此如果時間是精確的話，不管多少圓球，其

表面均應相交於一點，即為接收機的位置！ 

註四：這組聯立方程式含未知數的平方，在數學上屬於非線性方程式。一般而言，求解非

線性方程式比解線性方程式（只含未知數的一次方）困難得多，大部分都需藉助電

腦。但如與預測值的誤差很少，則可線性化，就容易解得多。因為接收機一直在定

位（除了剛開機外），故在定位前均有相當「精準」的預估值。 

註五：此處所得的聯立方程式為線性方程式（只含一次方的x及t），但不獨立，因此有無

窮組的解。例如： 

x＋y＝3 

2x＋2y＝6 
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為一組線性聯立方程式，看起來像是兩個方程式，但實際上它們是同一個方程式（

將第二個方程式等號的兩邊除以2，則得第一個方程式）。一個方程式內有兩個未

知數，其解是無窮組的，即給任何一個x值，我們便可從方程式算出其相對的 y 

值。 

 


